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Cours des nombres complexes

I) Présentation des nombres complexes

Définition :

On appelle nombre complexe tout nombre de la forme z = x + iy ou x et y sont des nombres réels et i
un nombre imaginaire vérifiantiz = —1. On note C I’ensemble des nombres complexes.
L’écriture z = x + iy est appelé la forme algébrique de z.x

est la partie réelle de z et on note x = Re(z).

y est la partie imaginaire de z et on note x = Im(z).

Exemple:z=2-5i=2+(-5)i. Ré(z) =2 et Im(z) = -5.Si

x=Re(z) =0onditquezestréel (z € IR).

Siy = Im(z) = 0 ondit que z est imaginaire pur (z € iR).

Deux nombres complexes z = x +iyetz =x + iy

Sont égaux si et seulement si { x ,
y=y
Z=x+iy=0e x=0ety=0.
Calcul dans C :
I’ensemble des nombres complexes est muni de ’addition et de la multiplication et utilise les mémes
regles de calcule dans IR en remplacant chaque i2 par — 1 et en distinguant les parties réelles et
imaginaires.
Exemples :
Soientz=x+iyetz =x +1iy
z+7Z =x+x +i(y+y).
z—7Z =x—x+i(y—y).
zX 7z =xx —yy +i(xy + yx).
(x+iy)2 =x2 —y2 + 2ixy
(x —iy)?=x2—y2— 2ixy
(x +iy)(x — iy) = x2 + y2

Application :
1°)Ondonne:zy =2+4+3i;z; =—4+5ietz3 =5— 3i.

Mettre sous forme algébrique les nombres suivants : z1 + zz ; 321 — 422 ; Z12223 ; 212 ; Z23.
2°) Vérifier que 3i est uneracine de p(z) = 23 + (1 — 8i)z2 — (23 + 4i)z — 3 + 24i

Réponse:
Z1+2,=2+3i+(—4+45)=2+3i—4+5i=2—-4+3+5)i=-2+8i

321— 42, =302 +3) —4(—4+5) =6 +9 + 16 — 20i =6 + 16 + (9 — 16)i = 22 — 7i

712273 = (2 + 30) (=4 + 5)(5 — 3i) = (=8 + 10i — 12i — 15)(5 — 3i) = (=23 — 2i)(5 — 3i)
=—115469i — 10i — 6 = —121 + 59i

z2=(2+30)?2=224+2x%x3i+(3)2=4+6i—9=13 +6i
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23 =(—4+4+5i)P3=(—4+5)(—4+50)2 =(—4+5)((—4)?2+2x (—4) x5+ (51)?) =
(—4 + 5i)(16 — 40i — 25) = (—4 + 5i)(=9 — 40i) = 36 + 160i — 45i + 200 = 236 + 115i 22
2°) Vérifions que 3i est une racine de p(z) c’est-a-dire que p(3i) =0

Onap(z) =z3+ (1 —8i)z2 — (23 +4i)z— 3+ 24i Donc

p(3i) = 33+ (1 —8)(Bi)? — (23 +4)(3Bi) —3+24i = —27i — 9+ 72i — 69i + 12 — 3 + 24i =
—12+4 12+ 96i —96i = 0. Donc 3 est une racine de p(z)
2) Représentation des nombres complexes :
a) Le plan complexe C est muni d’un repére orthonormé (O ;u, V) atout complexez=x+iy/X,ye IR
on associe le point M ( x, y) du plan.
m M est I’'image de z
m z est I’affixe de M.

Exemple :

Placer les point M; d’affixe Z; avec 1 <i <5
Z1=1+4+3i;Z,=-2i; Zs=-1;Z4,=-2+1i,Zs=4-—3i
5
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—371 s

Zi=1+3i>Mi(1;3); 2, = —2i > M(0;-2);7Z5 = —1 = M35(=1;0);
Zi=—24i>My(=2;1); Zs = 4 — 3i = Ms(4;-3);

b) Affixes des vecteurs

Soit A le point d’affixe za et B le point d’affixe zg alors I’affixe du vecteur AB est le nombre zz — za.
Zijigy = Zo —Z1 = =20 —(1+3i) = =1 - 5i

m Affixe du milieu :

Soit I le milieu du segment [AB]ona:Z; = z

Ny
cuN'L

m Affixe du centre de gravité G du triangle ABC

ZatZp+Zc
Ona: % =" s
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Application :

Le plan complexe C est muni d’un repere orthonormé. (O ; G, v) On donne les points A, Bet C
d’affixes respectives a = 2 + 3i ; b=—1+ i et c=—3i.

a) Placer ces points sur une figure

b) Déterminer les affixes des points suivants :

D tel que ABDC soit un parallélogramme.
I le milieu du segment [AB].

E symétrique de A par rapport le point B.
G centre de gravité du triangle ABC

Réponse:
b) L’ affixe de D :

Si ABCD est un parallélogramme alors
Ab = B¢ SZyp=Zgp © Zp —Za=Zc—Zp S Zp=Zc—Zpt+Za =

zp=-3i+1-i+2+3i=3-1i

Laffixede | : z _ zatzp _ 2+3i-1+i _ 1+4i 1 )
I =T —=—-42i
2 2 2 2
L’affixe de G: z _ zatzptzc _ 2+3i-1+i-3i _1+i 1 1

—_— " — =+
G 3 3 3 3 3
L’affixe de E : Si E est le symétrique de A par rapport a B alors B est le milieu du segment [AE]et

par conséquent :

_ ZATZE

zg =""," — zZatz =22 — Z =223 — 2 =2(-1+i)—-2-3i

=—2+2i—-2-3i=—4—i
a)
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Conjugué d’un complexe
a) Définition
Soitz=x+1iy/ X,y e IR, onappelle conjugué de z et on le note z, le nombre Z = x — iy.

Gt —
5
n
o
~
=]
-

Exemples :

z=24+3i=272=2-3i

z=1—-i=>z=1+1i

z=2—-1=z=-2i—1

z=4=z=4 ; z=3i=>7z=-3i

Remarque : Les points M(z) et M*(Z) sont symétrique par rapport a I’axe des abscisses.
z=x+iyetz=x-—1y

M’ (2) =S (ox (M(2))

Propriétés :

Pour tout z, z’ € C et pour tout n € IN“ona:
E=745

H=ZIx}k

—Z,(Z =+0).

7 =

zZ zZ

7= (2"

z est un réel si et seulement siz = z

z est imaginaire pur si et seulement si z = —z
Siz=x+iyonax:ZT+Z ety =""2,

2i

In' X

zZXZ=x2+y2

Exemple :
Ecrire sous la forme algébrique chacun des nombres complexes suivants :
_ 1, _ ¥ . _ 342 o1 1
217950 2T oL BT 24 = 5030 T 230
Réponge:
z = 1+i # 1+ 1,1,
1 —= - — = =—=-4 -1
¥ (A-i(1+i) 12412 2 2 2
3+i _ B+D)(2—i) _ 6-3i+2i+1 _ 7-i _ 7 1. 3420 _ (3+20)(=i) __ —3i+2
22: —_—= - —= 2 2 = —=-—-1 ,Z3: — = - - = =
24 (2+i)(2—0) 2241 5 5 5 i ix(—0) 1
1 1 2-3i—2-3i —6i —6i
Z4 - = = =

T 243i 2-3i (2430)(2-3i) 22432 13
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Remarque :

1sin=4k
in={ isin=4k+1
—1sin=4k+2
—isin=4k+ 3

Exemple : Calculer i100 ; j2s41 ; j2022 ; j2o11,

S=1+4i+i2+i3 4+ 202
Réponse: {100 — j4x25 — (i4)25 = 125 = 1 ; 2541 = {4x635+1 — (i4)635 Xi=1635Xi=1i

i2002 = i4><505+2 = (i4)505 X iZ = 1 X —1 = —1 ’
. , , 12022 1_(—1 2 2(1+0) 242i  242i .
S=1+i+i2+3+-+i?% = = === = = =1+i
1-i 1-i 1-i (1-D)(1+d) 12412 2

1) La forme trigonométrique et exponentielle
1) Le module
SoitZ=x+1iy/xy € IR.
On appelle module de Z etn le note |Z| le nombre réel positifvxz + y2 = Vzz.
Exemples: Z=3+4i,|Z| =V32+42=19+16=5 ;
Z=1+i,|Zl =VI2+ 12 =V1+1=+V2 ;
Z2=2,|Z|=2; Z=-i,|Z]=1.

Interprétation géométrique :
SoitZ=x+iy/xy € IR.
M(X, y) est I’'image de Z dans un R.O dans un repére orthonormé (O ; G, V)

B skt LLL A UL LA A

OM =V(x—0)2+(y—-0)Z=Vxz+yz=|Z|
De facon général MN = |Zy — Zn| = |Zn — Zu].
AB = |Zs — Z4|

Propriétés :

Pour tout z, z’ e C et pour tout n e IN“ ona

e |Z|=0 <= Z=0.
o |ZI =1zl =1-Z] = |-Z|
o IXZ=|Z?

e |Z+Z'|<Z|+ 17|
1ZxZ'| =1Z] x |Z
|Z_|:.IZ.L avecZ'# 0
z' 1Z'|

o |Z¢] = |Z|
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2) Pargument
Soit Z € C” et M son image dans un repére orthonormé direct (O ; ©, v) on appelle argument de Z et on

note arg(z), toute mésure en radian de I’angle (d, OM)

o

DAY

Si a est un argument de z, alors les autres mesures de ’argument de z sont a la forme

a + 2km/ k € z et on écrit argZ = (& OM) = a[[2n]
Forme trigonométrique
Soit Z € C et o un argument de Z on pose Z = x + iy / x, y € IR et M I’image de Z dans un repere
orthonormé direct (O; T, V)
ona: cosa =" =X _R@D ot: sipg=2__¥ Mm@
oM |Z] 1Z] oM |Z] 1Z|
x = |z|cosa
Donc { .
vy = |z|sina
Forme algébriquede zest: z=x + iy < Z = |z|cosa + i|z|sina <> z = |z|(cosa +

@u)cette deriere écriture est la forme trigonométrique de z.
Cas particuliers
Size Ryalorsargz = 0+ 2k = 0[2n] ex:z=5= argz = 0[2r]

Size R alorsargz =+ 2kn = n2n] ex:z=—-3= argz = n[2n]

Siz € R alors argz = kn = 0[]

Siz € iR+ alors argz = z + 2km = i[[er]] ex:z=>5i= argz = n_[[Zrt]]
2 2

+
2
Siz € iR+ alors argz = —f+ 2kt = n[2n] ex:z=-3i= argz = — n_[[Zn]]
- 2 2
Size iR alorsargz ="+ kn =" [n]
2 2
Exemple :

Soit z = V2 + iv2
lz| =vV2+2= 22. Soit argz = 0[2r]

cosf = L= .
Ona:{ 2 560=_
sim9=\/—Z 4

2

la forme trigonométrique dez est : z = 2 (COSZ + isin Z)'
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Angles remarquables :

Angle 0 n n n n /4
6 4 3 2
cosinus 1 V3 V2 1 1 0 -1
2 2 VZ 2
sinus 0 1 V2 V3 1 0
2 2 2
Angles associes : A chaque valeur a € ]0;7;[ correspondent trois autres valeurs :

= . 0S8 = —cosa
Si {cose COSA Llors 6 = —a :Si {

sinf, = —sina ind = si
SUg = —Sing, sinf = sina
alors0 =+ «a;

alorsd = —a;
St {sinH = —sina
Propriétés de I’argument :
Pour tout z, z’ € C et pour tout ne IN“ona :
e Arg(zxz) =arg(z)+arg(z)
o arg(®)=arg(z)-arg(z)
e arg(z)"=nxargz
e arg(z=arg (1% = —arg(z)
e arg(—z)=mn+arg(z).
e O0napas dargument.

Exercice : Mettre sous forme trigonométrique chacun des nombres suivants :

. — — — = —1+i\/3

z1=1+0;22=-1+4+iV3 ; z3=V3+i;zs =(=1+iV3)/3+1) ; z5 = 1++li ;
6

Zs=(\/§+i) ;

Z7:—2;28:3i;

29:4;2102—2i.

Forme exponetielle
Convention : Pour tout O e IR ona : ei® = cosO + isin0

Soit Ze C" et @ unargument de Z ona : Z = |Z|ei® cette écriture est la forme exponentielle de Z.
Exemple : Ecrire Z =+/3 +i sous la forme exponentielle.

Nature du triangle
Soit A, B et C trois points du plan deux a deux distincts d’affixes respectives a, betc Ona:

c—a, _ AC
lhod = 75

{arg (%) = (4B ; 46) [2n]
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Remarque : Si le rapport

tialors le tirangle ABC est isocele rectangle en A
]

jpai avec a # 1 alors le tirangle ABC est rectangle en A
T = c—a _ Zc—Za _
— bPb—a — ZB—Z24 —
@A 14 Y% alorsle tirangle ABC est équilatéral
27 2

} |T| = 1 alors le tirangle ABC est isocele en A
Application :
Si le rapport ‘Z“C__‘ZBB= 2i alors le triangle ABC est Rectangle en B
Si le rapport Z;;—chf 15— Viz_i alors le triangle ABC est Equilatéral
Si le rapport ‘ZCB_‘;Az —i alors le triangle ABC est un Rectangle isocéle en A
Si le rapport Z;;_ZZCC= J—32_+ 1_21' alors le triangle ABC est Isocele en C
Si le rapport ‘ZA_‘ZB = i alors le triangle ABC est un Rectangle isocéle en B
C—4B
Si le rapport ZZC_Z; = J—22+ J—zzi alors le triangle ABC est Isocele en A
Si le rapport ‘ZCB_‘;Az 1 + i alors le triangle ABC est quelconque
Si le rapport Ze=zi —3 alors Les points A, B et C sont
Zp—Za alignes

Quelques ensembles des points remarquable
Soit A et B deux points distincts.

e AM = rest le cercle de centre A et de rayon .

e AM = BM est la médiatrice du segment [AB].

o (Ma; MB) = 0[[2n] est la droite (AB) privée du segment [AB].

o (Ma; MB) = n [2n] est le segment [AB] privé de A et B.

o (Ma;¥B) = 0[] est la droite (AB) privée de A et B.

e (Ma; MB) = 7{[2m] est un demi-cercle d’extrémités A et B privé de A et B.

TC

o (Ma;MB) == ] est le cercle de diamétre [AB] privé de At B.
Application

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé (o; u ';v') . Pour tout nombre
z-4-3i

z-3-4i

On considere les points A,B et C d’affixes respectives z, =3+4i ;zg = 4+3i etzc = 4+4i
1)Placer les points A, B et C dans le repére .

2) Calculer et mettre sous forme algébrique le nombre complexe f(4+4i) etinterpréter
graphiquement.

complexe ztelque z=3+4i onpose: f(z)=

c) Déterminer et représenter, dans le repére (o; U v') les ensembles des points du plan d’affixe z
dans chacun des cas suivants :
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> Titelsque: [f(z)|=

> T, telsque f(z)soit imaginaire pur.
> T; tels que f(z) soit un réel.

> Titelsquel|f(z) —1| =2

Réponse
; 2
4+ 40) 4+4i—4-3i
l) —
4+4i—3—4i
3 i
=—-=1
A C -1 Zc—zB
4] Comme f(4 + 4i) = Donc le
ZC—ZA
. : I triangle ABC est rectangle isocele en
T ‘ B C. B
| Car |M| -8_ 1< BC-
24 ZC ZA AC
Zc — S .
: arg (. ) = (C4;CB) = arg()
. m
‘ —_— "2
! S 1 2 3 4 S & 7 8 X

z—4—3i

3) m L’ensemble des points M d’affixe z tels que T, telsque |[f(2)| =1 (:Zts_l y |=1
MR =] = sl o) 5 MP 2 ] - MB = MA <> M € med[AB].

ZM—ZA |zmM—2za| MA
Donc I’ensemble des points Iy est la médiatrice du segment [AB].

m L’ ensemble des points M d’affixe z tels que T tels que f(z) tels que soit imaginaire pur

f(z) =0 2 = 25
f(z) €EIiR =— ou - ou
¢ 4 &
arg(f(z)) = _ [n] arg ( ) [[ﬂ]]
2 ZM — Z4 2
M =B
—{ ou Donc I’ensemble T, est le cercle de diametre [AB] privé de A.

(Ma; MB) = 7%[[1'[]]

m L’ensemble des points M d’affixe z tels que T's tels que f(z) tels que soit réel

= ZM = ZB
fDeR = {BT" — o
=0
arg(f(2)) = 0[z]  “'9 (ZM - ZA) [7]
M=B
—{ ou Donc I’ensemble des points T, est la droite (AB) privée de A.

(Ma; MB) = ol[x]
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m L’ensemble des points M d’affixe z tels que T'; tels que

If(2) — 1| =v2 <= "' —1=2
z—3—-4i
iy " L _ _ vz
le 4-3i +3+4z|=\/2 | 1+1—|= /2 V2 < Wﬂ_\/_z? =
z=3—4i z—3—4i |z—3—4i] |zM—z4] AM
V2 <> AMA2 = /2 <= AM = 1 Donc I’ensemble des points I's est le cercle de @k

Aet de rayon 1.

Equations dans C
1) Equation du 1*" degré b
C_
SiaZ+b=c (a€C;betc €C)alors Z =
a
Exemple : Résoudre (1 +2i)Z —2 +3i=5—2i

On a donc:
o o B -3 19,
g = 5724231, (7-50(1-20) 7= .o -Z=_—_1
142i (1+2i)(1-20) 12422 5 5

2) Equation du second degré

i) Racines carrées d’un complexe

Soit Z un nombre complexe donné, on cherche les complexes z tels que z°=Z
a) Cas particuliers

Soit a un réel strictement positif

Si Z = aalors les racines carrées de Z sont z =Va et z = —va.~

Exemple : Z = 3 les racines carrées de Z sont z =+/3 et z = —/3.

Si Z = —a alors les racines carrées de Z sont z = iva et z = —iva.

Exemple : Z = —3 les racines carrées de Z sont z = iv3 et z = —i\/3.

En remarquant que (1 + i)? = 2i et que (1 —i)> = —2i on trouve donc :

Si Z = ai alors les racines carrées de Z sont z = V= (1 + i) et z = —V/Z(1 + 0).
2 2

Exemple : Z = 6i = 3 x 2i les racines carrées de Z sont z = V3(1 + i) et z = —/3(1 + 0).
Si Z = —ai alors les racines carrées de Z sont z = V= (1 — i) et z = —V_(1 — i).
2 2

Exemple : Z = —10i = 5 x (—2i) les racines carrées de Z sont z = V5(1 — i) et z = —/5(1 — i).
b) Cas général
Posons Z =a + bi ol aet b sont des réels et z=x + iy.
2 — 2 =
Ona22;Z<:>—y2+2xyi:a:bi<:x>{y @
2xy=b.
On remarque que |z|2 = |Z| <> x2 + y2 =Va2 + b2
x2 + y2 = a2z + b2
d’ou le systeme qui permet de déterminer xety:{ x2—y2=gq
2xy=b
Les racines carrées sont toujours deux complexes opposés.
Exemples : Déterminer les racines carrées de :

Z1=3+4+4i;7Z,=-7+24i;
Z3=—4;Z4=—6i;25=8i.
Réponse :

mles racines carrées de Z1 = 3 + 4i
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Soit § = x + iy tel que §2=ZOnadonc: {x2 —y2 =3 (2)
2xy = 4 (3)
D+ 22x2=8=3x2=4=x=+2

Six=2alors2x2xy=4=y= i= 1. Donc Les racines carrées de Z = 3 + 4i sont
4 1

S01=2+4+ietd,=—-61=-2—1i

mlLes racines carrées de Z, = —7 + 24i

x2+y2 =|Z| =V(=7)2 + 242 = 25 (1)
Soit § = x + iy tel que 2= Z Onadonc: {x2 — y2 = —7 (2)

2xy =24 3)
MD+QR)=>2x2=18=2x2=9=>x =13

Six=3alors2x3xy=24=>y= 2_4= 4. Donc Les racines carrées de Z = —7 + 24 sont
6 2

61=3+4ietd,=—-61=—-3—4i

mLes racines carrées de Z3 = —4

Z3 = —4 = 4i2 Donc Les racines carrées de Z; = —4 sont §1 = 2i et 6, = =61 = —2i
mLes racines carrées de Zs = —6i

Zs =3 x(-2i) =31 -0

Donc Les racines carrées de Z; = —6i sont 61 = vV3(1 — i) et §2 = —/3(1 — i)

mLes racines carrées de Z, = 8i

Zs =4 x (20) =41+ i)>

Donc Les racines carrées de Z; = 8isont §1 = 2(1 +i) et 5, = —2(1 +1i)

I1) Equation du second degré

la forme générale est az2 + bz + ¢ = 0 ou z est I’inconnue et a , b et ¢ sont des coefficients
complexes avec a # 0.

Pour résoudre cette équation on calcule le discriminant A= b2 — 4ac et on cherche une racine carrée
v de A. Les solutions sont donneées par les formules :

—b+
= yet Z _ —b—y

2a 2 2a

1

Exercice :

Résoudre dans C les équations suivantes :
(E1):22 — 4z + 5=0

(Ex):z2— (7+1i)z+22—-7i=0
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Réponse :

(E1):z2 — 4z + 5=0

A=16—4x1x5=16—20=—4=4i2 =+A=2i

Donc les solutions de (E ) sont:z = MU otietz =Y H =21
1

1 2
S={2+i;2-i}

(E2):22 — (7 + i)z + 22 — 7i=0

A= (7402 —4x 1% (22 —7i) = 49 + 14i — 1 — 88 + 28i = —40 + 42i

x2 +y2 = |A| =V (—40)2 + 422 = 58 (1)
Soit § = x + iy tel que 62= A Ona donc: { x2—y2=—40 (2)
2xy =42 (3)

MD+R2) >2x2=18=>x2=9=>x = +3

Six=3al0r52><3><y=42=>y=ﬁ=7. Doncé =3+ 7i
6

_ THI+3+7i

Donc les solutions de £ )sont: z =5+4ietz _ 7+i=3-7i _ 2 —3i
2 1

2 2 2
S={5+4i;2-3i}

3) Equation du troisiéme degré
En général la résolution des équations du troisieme degré passe par trois étapes :

e Détermination d’une solution particuliére (elle est souvent donnée ou indiquée)
e Factorisation
e Résolution

Exemple : On considére le polynéme : P(z) = 23 — 4z2 + z + 2

a) Calculer p(2)

b) Déterminer les nombres a et f tels que P(z) = (z — 1)(z2 + az + B)
c) Résoudre dans C I’équation P(z) = 0.

Solution: a)P(1)=1—-4+14+2=4—-4=0

b) En utilisant le tableau d’Horner

1 —4 1 2
| 1 1 1 -3 -2
1 -3 -2 0

>a=-3etf=-2=2>2P2)=0z—-1)(z2-3z-2)

z—1=0=>2y=1
CP(2)=0 <= (z—1)(z2—32z—-2)=0 < {

z2—3z—-2=0

A=9—-4x1x(-2)=9+8=17 =2z =3_metz _ 3417
1 2 2 2
S: {1P 3_\/:1-7 '3+\/-1_7}
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Remarque :

En supposant la solution particuliére n’est pas donnée mais c¢’est indiqué comme
ci-dessous :

Résoudre I’équation ( E ):z*—(4+3i)z*+(3+13i)z+10-10i =0

Sachant qu’elle admet une solution imaginaire pure.

Soit zo = ai cette solution imaginaire pure.
Onadonc: (ai)® — (4 +3)(ai)?> + 3 +13i)(ai) +10—-10i =0

-—adi+4a?+3ai +3ai —13a+10—-10i = 0 © (4a?2 — 13a + 10) +

(—a +& +3a—10)i=0 <= {
et —a3+3a?2+3a—10=0(2)

Les solutions de I’équation (1) sont 2 et Szmais la solution qui Vvérifie ’équation (2) c'est a = 2

Donc la solution particuliere c’est zo = 2i et pour tout zeC

ona: (E)<:>(z—2i)(z2+az+b)=0

En utilisant le tableau d’Horner

1 —4—3i 3+13i 10 — 10i
| 2i 1 2i —8i +2 10i — 10
1 —4—i 5+5i 0

> a=—-4—ieth=5+5i 2P2)=E-2)(z2 -4 +i)z+ 5+ 50)

(2) (120 — (44 Dz 45450 = -0z A=a
P(2) =0 <= (z—2D)(z22—(4+Dz+5+50) =
0= 22—(4+)z+5+5i=0

Pourz2 — (4+i)z+5+5i=0
A= (442 —4x1x(5+5))=16+8i —1—20—20i = —5—12i = (2 — 3i)?

e R R )
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